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10.1 LU 分解 引入

10.1.1 引入

线性方程组 Ax = b 的求解是矩阵计算的核心问题。

由于三角形方程组简单易于求解，一个基本的思路就是把一般的线性方程组的求解转

化为三角方程组的求解。

可以通过矩阵的三角分解，也即 LU 分解来实现！
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.
定义 1..

......

设矩阵 A ∈ Rn×n，对矩阵 A 进行 LU 分解是指求上三角矩阵 U 和单位下三角矩阵 L 使得

A = LU

写成分量的形式即

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
... . . . ...

an1 an2 · · · · · · ann


=



1

l21 1

l31 l32 1
...

...
... . . .

ln1 ln2 · · · ln,n−1 1





u11 u12 u13 · · · u1n

u22 u23 · · · u2n

u33 · · · u3n
. . . ...

unn


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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

假设矩阵 A 可以写成若干个秩 1 矩阵和的形式：

A = l1uT
1 + l2uT

2 + · · ·+ lruT
r =

r∑
i=1

liuT
i

其中 r 为矩阵 A 的秩。

若 A 是满秩，也即 r = n，则令

L = (l1, l2, . . . , ln),U = (u1,u2, . . . ,un)
T

那么就有

A =
r∑

i=1

liuT
i = (l1, l2, . . . , ln)


uT
1

uT
2

...
uT

n

 = LU

如果我们进一步假设 li 和 ui 的前 i − 1 个元素均为 0，并且 li 的第 i 个元素为 1，那
么我们实际上就得到了 A 的 LU 分解。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

我们现在来考虑

l1uT
1 = A − (0, l2, . . . , ln)


0

uT
2

...
uT

n

 .

我们知道 l1 的第一个元素为 1，所以 u1 就是 l1uT
1 的第一行的行向量。

另外一方面

(0, l2, . . . , ln)


0

uT
2

...
uT

n

 =

(
0 0T

0 ∗

)(
0 0T

0 ∗

)
=

(
0 0T

0 ∗

)

的第一行和第一列均为 0。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法



a11 a12 a13 · · · a1n

a21 ∗ ∗ · · · ∗
a31 ∗ ∗ · · · ∗
...

...
... . . . ...

an1 ∗ · · · · · · ∗


=



1

l21
l31
...

ln1


(

u11 u12 u13 · · · u1n

)
+



0 0 0 · · · 0

0 ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ · · · ∗
...

...
... . . . ...

0 ∗ · · · · · · ∗



=



u11 u12 u13 · · · u1n

l21 ∗ u11 ∗ ∗ · · · ∗
l31 ∗ u11 ∗ ∗ · · · ∗

...
...

... . . . ...
ln1 ∗ u11 ∗ · · · · · · ∗


所以 u1 就是 A 的第一行。而 l1 则是 A 的第一列除以 u11 也就是 a11 得到的。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

我们记 Ã(0)
= A，当 i ≥ 1 时，记

Ã(i)
= A −

i∑
j=1

ljuT
j

根据上面对于 u1 和 l1 的推导，我们很容易将其应用到 ui 和 li 上。

也就是说，ui 就是 Ã(i−1)
的第 i 行。

而 li 则是 Ã(i−1)
的第 i 列除以 ã(i−1)

ii 得到的。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.
例 1..

......

求矩阵 A

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 10


的 LU 分解。

黄定江 (DaSE@ECNU) 第四章 矩阵分解



. . . . . .

10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.
解..

......

记 Ã(0)
= A，令 u1 是 A 的第 1 行，l1 是 A 的第 1 列除以 u11。则

l1uT
1 =


1

4

7

(1 2 3
)
=


1 2 3

4 8 2

7 14 21



Ã(1)
= A − l1uT

1 =


1 2 3

4 5 6

7 8 10

−


1 2 3

4 8 2

7 14 21

 =


0 0 0

0 −3 −6

0 −6 −11


容易看出 Ã(1)

的第 2 行是 A 的第 2 行减去其第一行的 4 倍，Ã(1)
的第 3 行是 A 的第 3

行减去其第一行的 7 倍。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.

......

Ã(1)
=


0 0 0

0 −3 −6

0 −6 −11


令 u2 是 Ã(1)

的第 2 行，l2 是 Ã(1)
的第 2 列除以 u22。则

l2uT
2 =


0

1

2

(0 −3 −6
)
=


0 0 0

0 −3 −6

0 −6 −12



Ã(2)
= A− l1uT

1 − l2uT
2 = Ã(1)

− l2uT
2 =


0 0 0

0 −3 −6

0 −6 −11

−


0 0 0

0 −3 −6

0 −6 −11

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 1


容易看出 Ã(2)

的第 3 行就是 Ã(1)
的第 3 行减去其第二行的 2 倍。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.

......

Ã(2)
=


0 0 0

0 0 0

0 0 1


令 u3 是 Ã(2)

的第 3 行，l3 是 Ã(2)
的第 3 列除以 u33。即

l3 =


0

0

1

 ,u3 =
(
0 0 1

)
所以

A = LU =


1 0 0

4 1 0

7 2 1



1 2 3

0 −3 −6

0 0 1


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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

可以看出从 A 得到 U 的过程等价于对 A 进行初等行变换。具体地说，uk 是通过将

矩阵 A 的第 k 行分别减去 A 的前 k − 1 行的若干倍得到的。因此，我们可以利用初

等行变换将矩阵进行 LU 分解：
步骤 1 利用初等行变换（某一行加其它行的倍数）化矩阵 A 为阶梯型矩阵 U，即

A = A(0) L1−→ [ ]
L2−→ · · · Lk−1−−−→ [ ] · · · Ln−1−−−→ [ ] = U

那么 Ln−1 · · ·L2L1A = U。这里 A 经过 L1,L2, · · · ,Lk−1 得到 A(k−1)，Lk 将

A(k−1) 的第 k 行的 −lik 倍 (i = k + 1, · · · ,n)，分别加到第 i 行，使得第 i 行的第 k 列
元素都为 0。为了计算这样的 lik, 需要计算 a(k−1)

ik
a(k−1)

kk
。我们把其中 A(k−1) 的第 k 行，第

k 列的元素即 a(k−1)
kk 称为主元。

步骤 2 对单位阵执行与步骤 1 相应的初等行变换的逆变换，得单位下三角矩阵 L，

I
L−1

n−1−−−→ [ ]
L−1

n−2−−−→ · · ·
L−1

k−1−−−→ [ ] · · ·
L−1
1−−→ [ ] = L

L = L−11 L−12 · · ·L−1n−1。

输出 LU 分解由 A = LU 给出。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

在上述步骤 1 中，Lk 的一般形式可以表示为：

Lk =



1

. . .
1

−lk+1,k 1
... . . .

−ln,k 1


= I − lkeT

k ,

其中

lk = (0, · · · , 0, lk+1,k, · · · , ln,k)T�

我们把这种类型的初等下三角阵称作 Gauss 变换，而称向量 lk 为 Gauss 向量。基于 Gauss
变换的 LU 分解计算方法也称为 Gauss 消去法。
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

Gauss 变换 Lk 具有许多良好的性质：

对于一个给定的向量 x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn，我们有

Lkx = (x1, . . . , xk, xk+1 − xklk+1,k, . . . , xn − xkln,k)T

由此立即可知，只要取

lik =
xi
xk

, i = k + 1, . . . ,n

便有 Lkx = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)
T，这里我们要求 xk ̸= 0。

Gauss 变换 Lk 的逆易求解。因为 eT
k lk = 0，所以

(I − lkeT
k )(I + lkeT

k ) = I − lkeT
k lkeT

k = I

即

L−1k = I + lkeT
k

Gauss 变换作用于矩阵 A ∈ Rn×n 就相当于对该矩阵进行秩 1 修正，也即

LkA = (I − lkeT
k )A = A − lk(eT

k A)
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.
例 2..

......

求矩阵 A 的 LU 分解。

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 10


.
解..

......

A −→ U 
1 2 3

4 5 6

7 8 10


A(0)

R2−( 4
1 )R1−−−−−−−→

R3−( 7
1 )R1


1 2 3

0 −3 −6

0 −6 −11


A(1)

R3−(−6
−3 )R2

−−−−−−−−→


1 2 3

0 −3 −6

0 0 1


A(2)
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.

......

初等行变换
R2−( 4

1 )R1−−−−−−−→
R3−( 7

1 )R1

即对矩阵 A(0) 左乘一个初等矩阵

L1 =


1 0 0

−4 1 0

−7 0 1


初等行变换

R3−(−6
−3 )R2

−−−−−−−−→ 即对 A(1) 左乘一个初等矩阵

L2 =


1 0 0

0 1 0

0 −2 1


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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

.

......

即 L2L1A = U。所以 A = L−11 L−12 U，显然

L−11 =


1 0 0

4 1 0

7 0 1

 ,L−12 =


1 0 0

0 1 0

0 2 1


可得

L = L−11 L−12 =


1 0 0

4 1 0

7 2 1


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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

图 1: LU 分解
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10.1 LU 分解 LU 分解的想法

通过以上的算法，我们会得到唯一形式的 LU 分解。我们可以证明如下定理。
.
定理 1..

......

[LU 分解的唯一性] 如果 A ∈ Rn×n 非奇异，并且其 LU 分解存在，则 A 的 LU 分解是唯一
的，且 det(A) = u11u22 · · · unn。

.
证明...

......

令 A = L1U1 和 A = L2U2 是非奇异矩阵 A 的两个 LU 分解，则 L1U1 = L2U2。

由于 L−12 L1 是下三角矩阵，并且 U2U−11 是上三角矩阵，所以这两个矩阵必定都等于单位

矩阵，否则它们不可能相等。就是说，L1 = L2,U1 = U2，即 LU 分解是唯一的。
若 A = LU，则 det(A) = det(LU) = det(L)det(U) = det(U) = u11u22 · · · unn。
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10.2 选主元的 LU 分解

...1 10.1 LU 分解

...2 10.2 选主元的 LU 分解
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10.2 选主元的 LU 分解

然而，利用上述算法进 LU 分解并不一定总是能够进行下去。

.
例 3..

......

求矩阵 A 的 LU 分解。

A =


1 2 0

1 2 1

0 2 0



.
解..

......

A −→ U 
1 2 0

1 2 1

0 2 0

 R2−( 1
1 )R1−−−−−−−→


1 2 0

0 0 1

0 2 0



由于第一次初等变换后得到矩阵 L1A =


1 2 0

0 0 1

0 2 0

 的主
元 a(1)

22 = 0，无法进行下一步初等行变换，也就无法继续进

行 LU 分解。
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10.2 选主元的 LU 分解

.
定理 2..

......矩阵 A ∈ Rn×n 能够进行 LU 分解的充分必要条件是 A 的前 n − 1 个主元均不为 0。

.
例 4..

......

设矩阵

A =


2 3 0

4 7 1

0 1 1


将矩阵 A 进行 LU 分解可以得到

2 3 0

4 7 1

0 1 1

 =


1

2 1

0 1 1



2 3 0

1 1

0 0 0


观察 U 可以知道矩阵 A 的第 3 个主元为 0。
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10.2 选主元的 LU 分解

我们自然地会提出疑问：那么什么时候主元会为 0？并且当主元为 0 时，又该如何处理？
.
定理 3..

......

设矩阵 A ∈ Rn×n，假设通过上述 LU 分解算法能得到 A(k−1)，则主元 a(k−1)
kk 不为零的充

分必要条件是 A 的 k 阶顺序主子式 |Ak| 不为零。

.
证明...

......

在上述 LU 分解算法中，我们只将矩阵的第 i 行的若干倍加到第 k 行 (其中 k > i)，这个变
换并不改变矩阵的各顺序主子式的值。

也就是说

|Ak| =
k∏

i=1

a(i−1)
ii

我们得到 A(k−1)，说明 a(i−1)
ii ̸= 0, (i = 1, · · · , k − 1)，因此 a(k−1)

kk 不为零，等价于 A 的 k
阶顺序主子式 |Ak| 不为零。
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10.2 选主元的 LU 分解

.
例 5..

......

在例3中，A 的 2 阶顺序主子式为 0，因此 a(1)
22 = 0，那么当主元为 0 时如何继续分解矩

阵？

A =


1 2 0

1 2 1

0 2 0


.
解..

......

对于出现主元为 0 的矩阵使用初等行变换中的行交换。

A −→ U 
1 2 0

1 2 1

0 2 0


A(0)

R2−( 1
1 )R1−−−−−−−→


1 2 0

0 0 1

0 2 0


A(1)

R2←→R3−−−−−−→


1 2 0

0 2 0

0 0 1


A(2)
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10.2 选主元的 LU 分解

.

......

第一次初等变换
R2−( 1

1 )R1−−−−−−−→ 即对矩阵 A(0) 左乘

L1 =


1 0 0

−1 1 0

0 0 1


第二次初等变换

R2←→R3−−−−−−→ 即对矩阵 A(1) 左乘

P =


1 0 0

0 0 1

0 1 0


即 PL1A = U。
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10.2 选主元的 LU 分解

.

......

所以 A = (PL1)
−1U = L−11 P−1U。
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 R2←→R3−−−−−−→


1 0 0

0 0 1

0 1 0

 R2+( 1
1 )R1−−−−−−−→


1 0 0

1 0 1

0 1 0



A = (PL1)
−1U =


1 0 0

1 0 1

0 1 0



1 2 0

0 2 0

0 0 1


虽然 (PL1)

−1 不是一个下三角矩阵，但是 P(PL1)
−1 是下三角矩阵。并且

PA = (P(PL1)
−1)U

这说明我们只需要对 A 的行重新排列，就可以对重新排列后的矩阵进行 LU 分解。
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为了避免在 LU 分解过程中主元为零，在每次对 A(i−1) 做初等变换 Li 前判断主元是

否为零。

若为零，交换 A(i−1) 第 i 行与 a(i−1)
ji ̸= 0 的第 j(j ≥ i) 行，使 a(i−1)

ji 成为主元。

记这个行交换的初等变换矩阵为 Pi(若不需要交换行则 Pi = I)。然后再做初等变换 Li

得到 Ai，重复上面的过程，最终得到上三角矩阵 U。即
LnPnLn−1Pn−1 · · ·L2P2L1P1A = U.

这样我们得到了 A 的分解：
A = (LnPnLn−1Pn−1 · · ·L2P2L1P1)

−1U.

虽然 (LnPnLn−1Pn−1 · · ·L2P2L1P1)
−1 不是一个下三角阵，但是如果我们先对 A 的

按如下方式先重新排列各行，有

PnPn−1 · · ·P2P1A = PnPn−1 · · ·P2P1(LnPnLn−1Pn−1 · · ·L2P2L1P1)
−1U

可以证明

PnPn−1 · · ·P2P1(LnPnLn−1Pn−1 · · ·L2P2L1P1)
−1

是一个下三角矩阵。
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图 2: 列主元 LU 分解黄定江 (DaSE@ECNU) 第四章 矩阵分解
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本讲小结

.
LU 分解..

......

Gauss 变换法

选主元的三角分解

将用于线性方程组的直接求解！
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