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16.1 矩阵特征值分布范围的估计

矩阵特征值的应用

工程中许多实际问题都归结为求某些矩阵的特征值和特征向量：

物理上：振动问题、稳定性问题

数据科学中：网页链接分析问题（Google PageRank）

机器学习中：如流形学习、谱聚类、线性判别分析、主成分分析等
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16.1 矩阵特征值分布范围的估计

本讲我们首先讨论矩阵特征值的分布范围或它们的界，其在理论上或者实际中都有重要应

用，比如在敏感性分析和迭代法计算中都需要对矩阵的特征值分布范围的了解：

计算矩阵的 2-条件数

cond(A)2 =

√
λmax(ATA)

λmin(ATA)

考察一阶定常迭代法 x(k+1) = Bx(k) + f 的收敛性、收敛速度，收敛的判据是谱半径
ρ(B) = max

1≤j≤n
|λj(B)| < 1，收敛速度为 R = − log10 ρ(B)

前面说明过谱半径的大小不超过任何一种算子范数，即

ρ(A) ≤ ∥A∥

这是关于特征值上界的一个重要结论。

黄定江 (DaSE@ECNU) 第五章 矩阵计算问题



. . . . . .

16.1 矩阵特征值分布范围的估计 矩阵特征值分布范围的估计

Gerschgorin 圆盘

下面再介绍有关特征值界的另外一个重要结论。为了细致描述 n 阶矩阵的特征值在复平面
的分布范围，首先引进 Gerschgorin 圆盘 (简称盖尔圆或盖氏圆)。本讲我们假设矩阵都是复
矩阵。
.
定义 1..

......
设 A = (akj) ∈ Cn×n，令 Rk =

∑n
j=1j̸=k |akj|，则称集合 Dk = {z|z ∈ C : |z − akk| ≤ Rk},

k = 1, 2, . . . ,n 为在复平面内以 akk 为圆心、Rk 为半径的圆盘，称为 A 的第 k 个盖氏圆。

图 1: 复坐标平面，以及 3× 3 复矩阵 A 的盖氏圆
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圆盘定理

.
定理 1..

......

设 A = (akj) ∈ Cn×n, 则：
(1) A 的每一个特征值必属于 A 的盖氏圆之中，即对任一特征值 λ 必定存在 k(1 ≤ k ≤ n)，
使得

|λ− akk| ≤
n∑

j=1
j ̸=k

|akj| (1)

用集合的关系来说明，这意味着 λ(A) ⊆ ∪n
k=1Dk.

(2) 若 A 的盖氏圆中有 m 个圆盘组成一连通并集 S，且 S 与余下的 n − m 个圆盘分离，则
S 内恰好包含 A 的 m 个特征值 (重特征值按重数计)。

对如图 1 所示的例子，定理的第 (2) 个结论的含义是：D1 中只包含一个特征值，而另外两

个特征值在 D2、D3 的并集中，下面对定理的结论 (1) 进行证明。
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.
证明：..

......

设 λ 为 A 的任一特征值，则有 Ax = λx，x 为非零常量。设 x 中第 k 个分量最大，即

|xk| = max
1≤j≤n

|xj| > 0,

考虑线性方程中第 k 个方程
n∑

j=1

akjxj = λxk,

将其中与 xk 有关的项移到等号左边，其余移到右边，再两边取模得

|λ− akk||xk| = |
n∑

j=1
j̸=k

akjxj| ≤
n∑

j=1
j̸=k

|akj||xj| ≤ |xk|
n∑

j=1
j̸=k

|akj| (2)

最后一个不等式的推导利用了“x 中第 k 个分量最大”的假设。将不等式(2)除以 |xk|，即
得到式(1)，因此证明了定理1的结论 (1)。上述证明过程还说明，若某个特征向量的第 k 个
分量的模最大，则相应的特征值必定属于第 k 个圆盘中。
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.
例 1..

......

[圆盘定理应用] 试估计矩阵 
4 1 0

1 0 −1

1 1 −4


的特征值范围.
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解：直接应用圆盘定理, 该矩阵的三个圆盘如下：

D1 : |λ− 4| ≤ 1, D2 : |λ| ≤ 2, D3 : |λ+ 4| ≤ 2.

D1 与其他圆盘分离, 则它仅含一个特征值, 且必定为实数 (若为虚数则其共轭也是特征值,
这与 D1 仅含一个特征值矛盾). 所以对矩阵特征值的范围的估计是

3 ≤ λ1 ≤ 5, λ2, λ3 ∈ D2 ∪ D3.

再对矩阵 AT 应用圆盘定理, 则可以进一步优化上述结果. 矩阵 AT 对应的三个圆盘为

D
′

1 : |λ− 4| ≤ 2, D
′

2 : |λ| ≤ 2, D
′

3 : |λ+ 4| ≤ 1.

这说明 D
′

3 中存在一个特征值, 且为实数, 它属于区间 [−5,−3], 经过综合分析可知三个特征
值均为实数, 它们的范围是

λ1 ∈ [3, 5], λ2 ∈ [−2, 2], λ3 ∈ [−5,−3].

事实上, 可求出矩阵 A 的特征值为 4.2030, -0.4429, -3.7601.
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还可以对矩阵 A 做简单的相似变换，例如取 X 为对角阵，然后再应用圆盘定理估计特征
值的范围。
.
例 2..

......

(特征值范围的估计)：选取适当的矩阵 X, 应用圆盘定理估计例1中矩阵的特征值范围.
4 1 0

1 0 −1

1 1 −4


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解：取

X−1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0.9


则

A1 = X−1AX =


4 1 0

1 0 − 10
9

0.9 0.9 −4


的特征值与 A 的相同. 对 A1 应用圆盘定理，得到三个分离的圆盘，她们分别包含一个实

特征值，由此得到特征值的范围估计

λ1 ∈ [3, 5] , λ2 ∈
[
−19

9
,
19

9

]
, λ3 ∈ [−5.8,−2.2] .

此外，还可以进一步估计矩阵的谱半径 ρ(A) 的范围，即 3 ≤ ρ(A) ≤ 5.8.
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16.2.1 幂法

幂法是一种计算矩阵最大的特征值及其对应特征向量的方法。本节介绍幂法、反幂法以及

加快幂法迭代收敛的技术。
.
定义 2..

......
在矩阵 A 的特征值中，摸最大的特征值称为主特征值，也叫“第一特征值”，它对应的特
征向量称为主特征向量。

应注意的是，主特征值有可能不唯一，因为模相同的复数可以有很多，例如模为 5 的特征
值可能是 5,−5, 3 + 4i, 3− 4i 等等。另外注意谱半径和主特征值的区别。
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如果矩阵 A 有唯一的主特征值，则一般通过幂法能够方便地计算出主特征值及其对应的特
征向量。对于实矩阵，这个主特征值显然是实数，但不排除它是重特征值的情况。幂法的

计算过程是，首先任取一非零向量 x0 ∈ Rn，再进行迭代计算

xk = Axk−1, k = 1, 2, . . .

得到向量序列 {xk}，根据它即可求出主特征值与特征向量。下面我们来看一下具体的计算
过程。
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假设 A 的特征值可按模的大小排列为 | λ1 |>| λ2 |> · · · >| λn |，且其对应特征向量
ξ1, ξ2, . . . , ξn 线性无关。此时，任意非零向量 x(0) 均可用 ξ1, ξ2, . . . , ξn 线性表示，即

x(0) = α1ξ1 + α2ξ2 + · · ·+ αnξn

且 α1, α2, . . . , αn 不全为零。做向量序列 x(k) = Akx(0), 则
x(k) = Akx(0) = α1Akξ1 + α2Akξ2 + · · ·+ αnAkξn

= α1λ
k
1ξ1 + α2λ

k
2ξ2 + · · ·+ αnλ

k
nξn

= λk
1(α1ξ1 + α2(

λ2

λ1
)kξ2 + · · ·+ αn(

λn
λ1

)kξn)

由此可见，若 α1 ̸= 0，则有

lim
k→∞

(
λi
λ1

)k = 0, i = 2, . . . ,n

故当 k 充分大的时候，必有
x(k) ≈ λk

1α1ξ1
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即 x(k) 可以近似看成 λ1 对应的特征向量，而 x(k) 与 x(k−1) 分量之比为

x(k)

x(k−1)
≈ λk

1α1ξ1
λk−1
1 α1ξ1

= λ1

于是利用向量序列 {x(k)} 即可求出按模最大的特征值 λ1，又可以求出对应的特征向量 ξ1。
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在实际计算中，考虑到当 |λ1| > 1 时，λk
1 → ∞；|λ1| < 1 时，λk

1 → 0，因而计算 x(k) 时可

能会发生上溢或者下溢，故每一步将 x(k) 归一化处理，即将 x(k) 的各分量都除以模最大的

分量，使
∥∥x(k)∥∥ = 1，于是求 A 按模最大的特征值 λ1 和对应的特征向量 ξ1 的算法，可归

纳为如下步骤。

(1) 输入矩阵 A，初始向量 v(0)，误差限 ϵ，最大迭代次数 N。记 m0 是 v(0) 按模最大的分

量，x(0) = v(0)/m0。置 k := 0

(2) 计算 v(k+1) = Ax(k)。记 mk+1 是 v(k+1) 按模最大的分量，x(k+1) = v(k+1)/mk+1

(3) 若 |mk+1 − mk| < ϵ，停算，输出近似特征值 mk+1 和近似特征向量 x(k+1) 否则转 (4)
(4) 若 k < N 置 k := k + 1 转 (2) 否则输出计算失败信息，停算
上述算法我们称为幂法。
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Algorithm 1 幂法
1: k = 0;x(k) = x
2: repeat
3: y(k+1) = Ax(k)

4: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥∞
5: λ(k+1) = x(k+1)TAx(k+1)

6: k = k + 1

7: until 收敛
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.
定理 2..

......

设矩阵 A 的特征值可按模大小排列为 |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|，且其对应特征向量
ξ1, ξ2, . . . , ξn 线性无关，序列 {x(k)} 由幂法产生，则有

lim
k→∞

x(k) =
ξ1

max{ξ1}
:= ξ01, lim

k→∞
mk = λ1

式中 ξ01 为将 ξ1 归一化后得到的向量，max{ξ1} 为向量 ξ1 模最大的分量。
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16.2.2 幂法加速收敛的方法

加速幂法迭代收敛过程的方法主要有两种：

原点位移法

瑞利商加速
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原点位移法

幂法的收敛速度与比值 |λ2/λ1| 的大小有关，|λ2/λ1| 越小，收敛速度越快，当此比值接近
于 1 时，收敛速度是非常缓慢的。因此可以对原矩阵作一原点位移，令

B = A − αI

式中:α 为参数。选择此参数可使矩阵 B 的上述比值更小，以加快幂法的收敛速度。设矩阵
A 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn，对应的特征向量为 ξ1, ξ2, . . . , ξn，则矩阵 B 的特征值为
λ1 − α, λ2 − α, . . . , λn − α，B 的特征向量与 A 的特征向量相同。假设原点位移后，B 的
特征值 λ1 − α 仍为模最大的特征值，选择 α 的目的是使

max
2≤i≤n

λi − α

λ1 − α
<

λ2

λ1

适当地选择 α 可使幂法的收敛速度得到加速。此时 mk → λ1 − α,mk + α → λ1，而 x(k) 仍

然收敛于 A 的特征向量 ξ01。这种加速方法叫做原点位移法。
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Algorithm 2 原点位移法
1: k = 0;x(k) = x
2: repeat
3: y(k+1) = (A − αI)−1x(k)

4: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥∞
5: λ(k + 1) = x(k+1)TAx(k+1)

6: k = k + 1

7: until 收敛
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瑞利商加速

假设在原点位移法的某个步骤中，我们有一个近似特征向量 x(k) ̸= 0。然后，我们寻找近似

特征值 λk，也就是满足下列方程的特征值和特征向量

x(k)λk = Ax(k)

我们寻找特征值 λk，就是要使得方程残差的平方范数最小，即 min ∥x(k)λk − Ax(k)∥22。通
过令导数为 0 得到

λk =
x(k)TAx(k)

x(k)Tx(k)

这个量称为瑞利商。

我们如果在原点位移法中根据瑞利商来选择位移，则可以得到瑞利商迭代算法。可以证明

瑞利商迭代算法具有局部二次收敛性，即经过一定次数的迭代后，迭代 k + 1 次时运行解的

收敛间隙与迭代 k 次时该解的间隙平方成正比。
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Algorithm 3 瑞利商加速
1: k = 0;x(k) = y
2: repeat
3: λk = x(k)T Ax(k)

x(k)T x(k)

4: y(k+1) = (A − λkI)x(k)

5: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥∞
6: k = k + 1

7: until 收敛
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16.2.3 反幂法

反幂法（inverse iteration）基于幂法，可看成是幂法的一种应用，它能够求矩阵 A 按模最
小的特征值及其特征向量。对于一个非奇异矩阵 A，A−1 的特征值为矩阵 A 的特征值的
倒数，A−1 的主特征值便是 A 按模最小的特征值的倒数。因此，可对 A−1 应用幂法求出

矩阵 A 的最小特征值。这就是反幂法的基本思想。
与幂法相对应，反幂法的适用条件是：矩阵 A 按模最小的特征值唯一，且几何重数等于代
数重数。对于实矩阵，满足此条件时这个最小特征值一定是实数，相应的特征向量也为实

向量。算法过程描述如下：
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设 A 可逆，由于 Aξi = λiξi 时，成立 A−1ξi = λ−1
i ξi。因此，若

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn−1| > |λn|，则 λ−1
n 是 A−1 按模最大的特征值，此时按反幂法，必有

mk → λ−1
n ,x(k) → ξ0n

其收敛率为 |λn/λn−1|。任取初始向量 x(0)，构造向量序列

x(k+1) = A−1x(k), k = 0, 1, 2, . . .

按幂法计算即可。
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但用上述式子计算，首先要求 A−1，这比较麻烦而且是不经济的，实际计算中通常用解方

程组的办法，即用

Ax(k+1) = x(k), k = 0, 1, 2, . . .

求 x(k+1)。为防止计算机溢出，实际计算时所用公式为

v(k) = x(k)/max(x(k)),

Ax(k+1) = x(k),
k = 0, 1, 2, . . .

式中：max(x(k)) 为 x(k) 模最大的分量。
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16.2 幂法和反幂法 反幂法

在实际计算中，若知道某个矩阵特征值的估计值，常利用反幂法结合原点位移技术来求其

精确值和对应的特征向量。

若 A 的特征值是 λ，则 λ− α 是 A − αI 的特征值。因此反幂法可以用于已知矩阵的近似
特征值为 α 时，求矩阵的特征向量并且提高特征值精度。

此时，可以用原点位移法来加速迭代过程，于是上式相应为

(A − αI)x(k+1) = x(k), k = 0, 1, 2, . . .

求 x(k+1)。为防止计算机溢出，实际计算时所用公式为

v(k) = x(k)/max(x(k)),

(A − αI)x(k+1) = x(k),
k = 0, 1, 2, . . .
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16.2 幂法和反幂法 反幂法

反幂法

算法（反幂法）

(1) 选取初值 x(0)，近似值 α，误差限 ϵ，最大迭代次数 N。记 m0 为 x(0) 中按模最大的分

量，v(0) = x(0)/m0。置 k := 0

(2) 解方程组 (A − αI)x(k+1) = v(k) 得 x(k+1)。

(3) 记 mk+1 为 x(k+1) 中按模最大的分量，v(k+1) = x(k+1)/mk+1。

(4) 若 |m−1
k+1 − m−1

k | < ϵ，则置 λ := m−1
k+1 + α，输出 λ 和 x(k+1)，停算；否则，转 (5)

(5) 若 k < N，置 k := k + 1，转 (2)，否则输出计算失败信息，停算。
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16.2 幂法和反幂法 反幂法

Algorithm 4 反幂法
1: k = 0;x(k) = x
2: repeat
3: y(k+1) = (A − αI)−1x(k)

4: x(k+1) = y(k+1)/∥y(k+1)∥∞
5: λ(k+1) = x(k+1)TAx(k+1) + α

6: k = k + 1

7: until 收敛
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16.3 幂法的应用

...1 16.1 矩阵特征值分布范围的估计

...2 16.2 幂法和反幂法

...3 16.3 幂法的应用
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16.3 幂法的应用 SVD 的计算

16.3.1 SVD 的计算：奇异值分解 (回顾)

对矩阵 A ∈ Rm×n 计算 SVD，我们需要求得 ATA 或 AAT 的特征值和特征向量：

ATA = VΛnVT, AAT = UΛmUT

其中 Λn 和 Λm 是对角阵并且最大的 r 个对角元是 A 奇异值的平方 σ2
i，i = 1, · · · , r，并

且其余对角元为 0，有

A = UΣVT

我们将展示如何通过幂法计算左右奇异向量以及对应的奇异值。
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16.3 幂法的应用 SVD 的计算

基本的想法是将幂法应用到矩阵 ATA 上，从而求得 ATA 的特征值和特征向量。但是这
样我们需要先计算 ATA，这需要计算 mn2 次乘法。

因此考虑以下迭代：

u(k+1) =
Av(k)∥∥Av(k)

∥∥
2

v(k+1) =
ATu(k+1)∥∥∥ATu(k+1)

∥∥∥
2

消去 u(k+1) 并由 v(k+1) 是单位向量得到：

v(k+1) =
ATAv(k)∥∥∥ATAv(k)

∥∥∥
2

这样我们就避免了计算 ATA，并且同时得到了最大奇异值 σ1 的左、右奇异向量 u1 和 v1。
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16.3 幂法的应用 SVD 的计算

为了计算其余的左右奇异向量以及

奇异值，我们计算

Ai = Ai−1 − σiuvT
i , i = 1, · · · , r;

其中 A0 = A, σ0 = 0,r = rank(A)，

并对 Ai, i = 1, · · · , r 应用右侧的算
法，如果所有的奇异值都不相等，我

们就可以计算出 A 的 SVD：

Require: A ∈ Rm×n,σ1 > σ2, v ∈ Rn, ∥v∥2 =

1

1: k = 0, v(k) = v
2: repeat
3: y(k + 1) = Av(k)
4: u(k + 1) = y(k + 1)/ ∥y(k + 1)∥2
5: z(k + 1) = ATu(k + 1)

6: v(k + 1) = z(k + 1)/ ∥v(k + 1)∥2
7: k = k + 1

8: until 收敛
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16.3 幂法的应用 PageRank

16.3 PageRank

.
搜索引擎与 PageRank..

......

互联网（Internet）的使用已经深入到人们的日常生活中，其巨大的信息量和强大的功能给
生产、生活带来了很大的便利. 随着网络的信息量越来越庞大，如何有效地搜索出用户真正
需要的信息变得十分重要。自 1998 年搜索引擎网站 Google 创立以来，网络搜索引擎成为
解决上述问题的重要手段。

1998 年，美国斯坦福大学的博士生 Larry Page 和 Sergey Brin 创立了 Google 公司，他们的
核心技术就是通过 Pagerank 技术对海量的网页进行重要性分析。该技术利用网页相互链接
的关系对网页进行组织，确定出每个网页的重要级别 (Pagerank). 当用户进行搜索时，
Google 找出符合搜索要求的网页，并按它们的 Pagerank 大小依次列出。这样，用户一般显
示结果的第一页或者前几页就能找到真正有用的结果。
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16.3 幂法的应用 PageRank

16.3 PageRank

总的来说，所要求解的问题可归结为：给定 n × n 的网页连接矩阵 G, 以及选择当前网页链
接的概率 p 时，计算主特征值 1 对应的特征向量 x。

Ax = x
n∑

i=1

xi = 1

对于实际的大规模稀疏矩阵 A，幂法是求其主特征向量的可靠的、唯一的选择。
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16.3 幂法的应用 PageRank

用一个只有 6 个网页的微型网络作
为例子，其网页链接关系如图 (B)所
示。

通过下述 MATLAB 命令可生成矩阵 G
i = [2 3 4 4 5 6 1 6 1]; //网页 i
j = [1 2 2 3 3 3 4 5 6]; //网页 j
n = 6;

G = sparse(i, j, 1,n,n); //生成 j → i 的网络
连接稀疏矩阵

再使用下述命令得到矩阵 A
c = full(sum(G));

D = spdiags(1./c′, 0,n,n);
e = ones(n, 1);
p = .85; delta = (1− p)/n;
A = p ∗ G ∗ D + delta ∗ e ∗ e′;
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16.3 幂法的应用 PageRank

也可以使用 Python 中的 NumPy 库生成 G
i = np.array([2, 3, 4, 4, 5, 6, 1, 6, 1])− 1

j = np.array([1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 6])− 1

data = np.ones(len(i))
n = 6;

G = csr_matrix((data, (i, j)), shape = (n,n)).toarray()
再使用下述命令得到矩阵 A
c = np.sum(G, axis = 0)

D = np.diag(1/c)
e = np.ones((n,n))
p = .85; delta = (1− p)/n
A = p ∗ np.matmul(G,D) + delta ∗ e

得到的矩阵 A 为

0.025 0.025 0.025 0.875 0.025 0.875

0.875 0.025 0.025 0.025 0.025 0.025

0.025 0.45 0.025 0.025 0.025 0.025

0.025 0.45 0.3083 0.025 0.025 0.025

0.025 0.025 0.3083 0.025 0.025 0.025

0.025 0.025 0.3083 0.025 0.875 0.025


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16.3 幂法的应用 PageRank

使用幂方法可求出其主特征向量，其步骤如下：

(1) 给出初始向量 x0 = [1 1 1 1 1 1]T

(2) xk+1 = Axk

(3) 归一化:

xk+1 =
xk+1∑n
i=1 xk+1

i

(4) 当 xk+1 − xk > ε，重复计算 (2)(3)
最后可得到 PageRank 为

x = [0.2675 0.2524 0.1323 0.1697 0.0625 0.1156]T
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16.3 幂法的应用 PageRank

使用 MATLAB 的 bar 命令或 Python 中 Matplotlib 库的 pyplot.bar() 函数，将 x 的各分量
显示如上图所示，从中看出各个网页的级别高低，虽然链接数目一样，但是网页 alpha 1 的
链接比 delta 4 和 sigma 6 都高，而 beta 2 的级别第二高，因为高级别的 alpha 1 链接到它
上面，它沾了 alpha 1 的光。
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16.3 幂法的应用 PageRank

本讲小结

.
特征值的求解方法..

......

幂法

幂法加速收敛的方法：原点位移

法、瑞利商加速

反幂法

.
幂法的应用..

......

计算 SVD

Google 的 PageRank 算法

· · ·

计算一般矩阵的全部特征值和特征向量的最有效方法之一：QR 方法！
对称矩阵的特征值问题的计算：对称 QR 方法、Jacobi 方法等！
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