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12.1 对称矩阵的谱分解

引入：本讲主要内容

本讲主要讨论两类特殊的矩阵：对称矩阵和正半定矩阵的分解。

对称矩阵的谱分解（特征分解）：可以把任意对称矩阵分解成三个矩阵的积，包括一个

正交矩阵和一个实的对角矩阵。

正定矩阵的 Cholesky 分解：可以把任意对称正定矩阵分解成一个具有正的对角元的下
三角矩阵和其转置的乘积。

特征值与物理或力学中振动的频谱相联系，所以特征分解也称为谱分解！
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12.1 对称矩阵的谱分解

引入：特征分解和 Cholosky 分解的应用

.
机器学习、人工智能和信号处理中的应用..

......

机器学习：PCA 降维

数据压缩：图像压缩

.
机器学习、人工智能中矩阵函数模型的性质和计算应用..

......

确定二次函数的凸性

分解二次函数为带有正交向量的线性函数的平方和

根据某些二次优化问题的最优值刻画对称矩阵特征值的特性

降低求逆求行列式等的数值计算复杂性
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

12.1.1 对称矩阵的谱分解：矩阵的特征分解和对称矩阵性质回顾

.
矩阵的特征分解定理..

......
一个矩阵 A ∈ Rn×n 可以分解为 A = PDP−1, 其中 P 是由特征向量构成的可逆矩阵，D
是对角矩阵且对角元是 A 的特征值，当且仅当 A 有 n 个线性无关的特征向量。

.
关于对称矩阵特征值特征向量的有用性质..

......

对称矩阵总是具有实特征值

对称矩阵的不同特征值对应的特征向量是相互正交的

通过以下定理的证明，我们可以给这两个性质保障。
.
定理 1..

......设 A 是实对称矩阵，则 A 的特征值皆为实数。
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

.
证明...

......

设 λ0 是 A 的特征值，于是有非零向量 x = (x1, x2, · · · , xn)
T 满足

Ax = λ0x

令

x = (x1, x2, · · · , xn)

其中 xi 是 xi 的共轭复数，则 Ax = λ0x。考察等式

xT(Ax) = xTATx = (Ax)Tx = (Ax)Tx

其左边为 λ0xTx，右边为 λ0xTx。故

λ0xTx = λ0xTx

又因 x 是非零向量
xTx = x1x1 + x2x2 + · · ·+ xnxn ̸= 0

故 λ0 = λ0，即 λ0 是一个实数。证毕。
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

谱分解定理

.
定理 2..

......

设实矩阵 A 是 n 阶方阵，则下面 3 个命题等价：

1. A = AT。

2. 存在一个正交矩阵 Q 使得 QTAQ = Λ，其中 Λ 是对角阵。

3. 存在 n 个 A 的特征向量构成 Rn 的一个标准正交基。
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

谱分解定理证明

证明：1 → 2：
利用数学归纳法，当 n = 1 时, 易知 1 推 2 成立。
假设当 k = n − 1 时结论成立。

设 λ1 是 A ∈ Rn×n 的一个特征值, 对应的特征向量为 q1，即 Aq1 = λ1q1，且我们令

||q1|| = 1。

我们可以将 (q1) 扩充成一个标准正交基 (q1, q2, ..., qn) 从而得到了一个正交矩阵 Q，又因
为 Aqi ∈ Rn 可以由 q1, q2, ..., qn 线性表出，并且 Aq1 = λ1q1，那么

AQ = A[q1, q2, ..., qn] = [q1, q2, ..., qn]

(
λ1 aT

0 C

)
= QA1
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

谱分解定理证明

AQ = A[q1, q2, ..., qn] = [q1, q2, ..., qn]

(
λ1 aT

0 C

)
= QA1

故 A = QA1QT，A1 = QTAQ。A 对称，所以 A1 对称，从而 aT = 0T,C 对称。
根据假设，存在正交矩阵 Q1 使得 QT

1 CQ1 = Λ1，C = Q1Λ1QT
1，

A1 =

(
λ1

C

)
=

(
1

Q1

)(
λ1

Λ1

)(
1

QT
1

)

即令 Q2 = Q
(
1

Q1

)
，

(
λ1

Λ1

)
= Λ 即有 A = Q2ΛQT

2，QT
2 AQ2 = Λ。
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

谱分解定理证明

2→3: 将 Q 按列分块 Q = [q1, q2, ..., qn], 记 Λ =


λ1

λ2

. . .
λn


AQ = [Aq1,Aq2, ...,Aqn] = QΛ = [λ1q1, λ2q2, ..., λnqn]

故，q1, q2, ..., qn 是矩阵 A 的特征向量。
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

谱分解定理证明

3→1: 令 q1, q2, ..., qn 是矩阵 A 的 n 个两两正交且模为 1 的特征向量。
则 Q = [q1, q2, ..., qn] 是一正交矩阵。

记 Λ =


λ1

λ2

. . .
λn


其中 λi 是 qi 对应的特征值。

AQ = [Aq1,Aq2, ...,Aqn] = [λ1q1, λ2q2, ..., λnqn] = QΛ

故 A = QΛQT

AT = QΛTQT = QΛQT = A
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

谱分解定义

.
定义 1..

......

设对称矩阵 A 为 n 阶方阵，如果 A 可以被分解为 A = QΛQT，其中 Q = [q1, q2, . . . , qn]

是由特征向量 q1, q2, . . . , qn 组成的 n 阶方阵，Λ = diag(λ1, λ2, ..., λn) 是由特征值

λ1, λ2, ..., λn 组成的 n 阶对角矩阵，则这种分解叫做对称矩阵的谱分解或者特征分解。

.
秩 -1 矩阵和..

......

我们也可以将 A = QΛQT 改写成秩 -1 矩阵和的形式：

A = QΛQT =

n∑
i=1

λiqiqT
i

。
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

.
求解对称方阵 A ∈ Rn×n 的特征分解步骤..

......

计算矩阵 A 的特征值 λ1, . . . , λn，即求特征方程

|A − λI| = 0

的 n 个根。

求特征值对应的 n 个相互正交的特征向量 q1, . . . , qn，即求解方程组并单位化

Aqi = λiqi, i = 1, . . . ,n

记矩阵 Q = (q1, . . . , qn)。

最终得到矩阵 A 的特征分解为

A = Q


λ1

. . .
λn

QT
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

.
例 1..

......
求实对称矩阵 A =

[
2 1

1 2

]
的特征分解.

(1) 计算特征值和正交单位特征向量.

|λI − A| =

∣∣∣∣∣λ− 2 −1

−1 λ− 2

∣∣∣∣∣ = 0

特征值

λ1 = 3, λ2 = 1

对应的特征向量通过求解

Aq1 = 3q1,Aq2 = q2,

并单位化得到，所以有

q1 = (
1√
2
,
1√
2
)T, q2 = (− 1√

2
,
1√
2
)T
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12.1 对称矩阵的谱分解 对称矩阵的谱分解

(2) 写出左特征向量方阵 Q 和特征值方阵 Λ.

Q = [q1, q2] =

[
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

]
, Λ =

[
λ1

λ2

]
=

[
3

1

]

又因为 A 是实对称矩阵，所以 A = QΛQT =

[
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

][
3

1

][
1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

]
.

(3) 我们也可以将其改写成秩 -1 矩阵和的形式：

A = 3 ·

[
1√
2
1√
2

] [
1√
2

1√
2

]
+ 1 ·

[
− 1√

2
1√
2

] [
− 1√

2
1√
2

]
= 3 ·

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
+

(
1
2 −1

2

− 1
2

1
2

)
.
几何理解..

......

从线性空间的角度看，在一个定义了内积的线性空间里，对一个 N 阶对称方阵进行特征分
解，就产生了该空间的 N 个标准正交基，矩阵对应的变换将空间中的向量投影到这 N 个基
上。N 个特征向量就是 N 个标准正交基，而特征值的模则代表向量在每个基上的投影长度
的伸缩倍数。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

12.1.2 谱分解与优化

实矩阵的特征分解可以用于优化二次方程 Q(x) = xTAx，其中限制 ∥x∥2 = 1。当 x 等于 A
的某个特征向量时，Q(x) 为对应的特征值。
在限制条件下，函数 Q(x) 的最大值是最大特征值，最小值是最小特征值：

如果 A 是正半定矩阵则 min
||x||2=1

Q(x) ≥ 0

如果 A 是负半定矩阵则 max
||x||2=1

Q(x) ≤ 0

例如，我们知道无向图的 Laplacian 矩阵 L = D − A 是正半定的，它有一个特征值是 0，

从而

min
x:∥x∥2=1

xTLx = 0.
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

瑞利商

.
定义 2..

......设矩阵 A ∈ Rn×n 为一对称阵，比率式 R(x) = xTAx
xTx , (0 ̸= x ∈ Rn) 被称为瑞利商。

.
定理 3..

......

给定一个对称矩阵 A ∈ Rn×n，瑞利商 R(x) 有如下性质：

λmin(A) ≤ R(x) ≤ λmax(A)

并且有

λmax(A) = max
x:∥x∥2=1

xTAx, λmin(A) = min
x:∥x∥2=1

xTAx,

当 x = u1 或 x = un 时，瑞利商取到最大值或最小值，其中 u1,un 分别是最大特征值和最

小特征值对应的特征向量。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

.
证明...

......

矩阵 A ∈ Rn×n 为一对称阵，那么设它的 n 个特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn 对应的标准正交

的特征向量为 q1, q2, . . . qn。

可以将 x 表示为
x = a1q1 + a2q2 + · · ·+ anqn

则有瑞利商分母

xTx = (
n∑

i=0

aiqi)
T(

n∑
j=0

ajqj) =
n∑

i=0

a2
i qT

i qi =
n∑

i=0

a2
i

而瑞利商分子

xTAx = (
n∑

i=0

aiqi)
TA(

n∑
j=0

ajqj) =
n∑

i=0

n∑
j=0

aiqT
i Aajqj

=

n∑
i=0

n∑
j=0

aiajλjqT
i qj =

n∑
i=0

a2
i λiqT

i qi =

n∑
i=0

a2
i λi
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

.
证明. 续...

......

xTx =
n∑

i=0

a2
i , xTAx =

n∑
i=0

a2
i λi

又 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，所以 λnxTx ≤ xTAx ≤ λ1xTx，

λmin(A) ≤ R(x) ≤ λmax(A)

当 x = u1 = a1q1,(a1 ̸= 0) 时：

xTx = a2
1, xTAx = a2

1λ1, R(x) = λmax(A)

当 x = un = anqn,(an ̸= 0) 时：

xTx = a2
n, xTAx = a2

nλ1, R(x) = λmin(A)

如果限制 ∥x∥ = 1，此时 R(x) = xTAx。当 x = q1 时，xTAx 取到极大值 λmax；当

x = qn 时，xTAx 取到极小值 λmin。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

正 (半) 定矩阵的特征值

通过对瑞利商的讨论，我们也得到了如下结论：

A ≽ 0 ⇐⇒ λi(A) ≥ 0, i = 1, · · · ,n

A ≻ 0 ⇐⇒ λi(A) > 0, i = 1, · · · ,n

.
证明...

......

A ≽ 0 ⇐⇒ R(x) ≥ 0 ⇐⇒ λmin(A) ≥ 0

也就是说，如果 A 是正半定矩阵，它的任何一个特征值都非负。

A ≻ 0 ⇐⇒ R(x) > 0 ⇐⇒ λmin(A) > 0

也就是说，如果 A 是正定矩阵，它的任何一个特征值都为正。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

.
注记..

......

矩阵 A ∈ Rn×n 为一对称阵，那么 f(x) = xTAx 可以改写为一系列线性函数 yi(x) = qT
i x

的平方的加权和的形式，

f(x) = xTAx =
n∑

i=1

λiyi(x)2.

yi(x) 的权重 qi 是相互正交的，就是 A 的第 i 个特征值 λi 对应的单位特征向量。

.

......

n 阶对称矩阵可以记为 Sn，

n 阶正半定矩阵可以记为 Sn
+，

n 阶正定矩阵可以记为 Sn
++。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

Poincare 不等式

定理3可以推广到更一般的形式，称为对称矩阵特征值的极小极大准则。
我们先证明下面这个定理：
.
定理 4..

......

[Poincare 不等式] 令 A ∈ Sn，并令 V 是 Rn 中的任意一个 k 维子空间，这里 1 ≤ k ≤ n。
那么，存在单位向量 x,y ∈ V，∥x∥2 = ∥y∥2 = 1，使得

xTAx ≤ λk(A), yTAy ≥ λn−k+1(A)

.
证明...

......
令 A = UΛUT 是 A 的谱分解，记 Q = Col (Uk) 是 Uk = [uk, · · · ,un] 张成的子空间。由

于 Q 是 n − k + 1 维的，V 维度为 k，V ∩Q 一定是非空的。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

.
证明. 续...

......

选取一个单位向量 x ∈ V ∩Q。则存在 η, ∥η∥ = 1 使得 x = Ukη，那么

xTAx = ηTUT
k UΛUTUkη =

n∑
i=k

λi(A)η2i

≤ λk(A)
n∑

i=k
η2i = λk(A)

这就证明了命题中的第一个不等式。

对于第二个不等式，我们可以对 −A 用同样的处理方式即可证明。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

极小极大准则 (Minimax principle)

.
推论 1..

......

[极小极大准则] 令 A ∈ Sn，并令 V 是 Rn 中的任意一个 k 维子空间，这里 1 ≤ k ≤ n。那
么，对于 k ∈ {1, · · · ,n}，有

λk(A) = max
dim V=k

min
x∈V,∥x∥2=1

xTAx

= min
dim V=n−k+1

max
x∈V,∥x∥2=1

xTAx

.
证明...

......

根据 Poincare 不等式，如果 V 是 Rn 的 k 维子空间，那么 minx∈V,∥x∥2=1 xTAx ≤ λk(A)。

如果我们令 V = span{u1, · · · ,uk}，那么我们就得到了第一个等式。
对 −A 用同样的处理方式，我们会得到第二个等式。
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12.1 对称矩阵的谱分解 谱分解与优化

极小极大准则可以用于比较两个对称矩阵和的特征值和原矩阵特征值的大小关系。
.
推论 2..

......

令 A,B ∈ Sn，对每个 k = 1, · · · ,n，有

λk(A) + λmin(B) ≤ λk(A + B) ≤ λk(A) + λmax(B)

.
证明...

......

根据推论 1，我们有
λk(A + B) = min

dimV=n−k+1
max

x:∥x∥2=1
(xTAx + xTBx)

≥ min
dimV=n−k+1

max
x:∥x∥2=1

xTAx + λmin(B)

= λk(A) + λk(B)

这就证明了命题中不等式的左半部分，对于右半部分，可以用类似的方法证明。

黄定江 (DaSE@ECNU) 第四章 矩阵分解



. . . . . .

12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解

...1 12.1 对称矩阵的谱分解
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 正半定矩阵

12.2.1 正半定矩阵：定义回顾

对于一个对称矩阵，我们可以对其进行谱分解。但是如果我们对矩阵进一步约束，令其为

一个正定矩阵，那么我们则可以对其进行另外一种特殊的三角分解：Cholesky 分解。
我们首先回顾一下关于正半定和正定矩阵的定义和性质。
.
定义 3..

......
对于对称矩阵 A，如果对任意的 x ∈ Rn 均有 xTAx ≥ 0 或 xTAx > 0，则称 A 是正半定
矩阵或正定矩阵，记做 A ≽ 0 或 A ≻ 0。
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 正半定矩阵

正半定矩阵性质回顾

.
正半定矩阵的性质..

......

正半定矩阵的所有顺序主子式均为非负的。

正半定矩阵的行列式是非负的。

两个正半定矩阵的和是正半定的。

非负实数与正半定矩阵的数乘矩阵是正半定的。

.

......

对于分块对角矩阵：

M =

(
A On×m

Om×n B

)
我们很容易验证，如果 A,B 都是正 (半) 定的，那么 M 就是正 (半) 定的。
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 正半定矩阵

Schur 补

下面介绍一个定理，可以让我们判断一个非分块对角矩阵是否是正定的。
.
定理 5..

......

(Schur 补) 令 A ∈ Rn×n，B ∈ Rm×m，X ∈ Rn×m，A,B 都是对称矩阵，并且 B 是正定矩
阵。对称矩阵 M:

M =

(
A X

XT B

)
,

定义 A 在 M 中的 Schur 补为：

S := A − XB−1XT.

那么，

M ≽ 0(M ≻ 0) ⇐⇒ S ≽ 0(S ≻ 0)
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 正半定矩阵

.
证明...

......

定义分块矩阵

C =

[
In On×m

−B−1XT Im

]
这是一个分块下三角矩阵，对角元非零，因此可逆。容易验证：

CTMC =

(
S On×m

Om×n B

)
M 正 (半) 定当且仅当 CTMC 正 (半) 定。又 B 是正定的，因此 CTMC 正 (半) 定当且
仅当 S 正 (半) 定。

我们判断一个矩阵是正 (半) 定矩阵后，就可以对其进行 Cholesky 分解。
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

12.2.2 Cholesky 分解

.
定义 4..

......

设 A = [aij] ∈ Rn×n 是正定矩阵，

A = GGT

称为矩阵 A 的 Cholesky 分解，其中，G ∈ Rn×n 是一个具有正的对角线元素的下三角矩

阵，即

G =


g11
g21 g22
...

... . . .
gn1 gn2 · · · gnn

 (1)
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

Cholesky 分解

比较 A = GGT 两边，易得

aij =

j∑
k=1

gjkgik =

j−1∑
k=1

gjkgik + gjjgij

从而有

gjjgij = aij −
j−1∑
k=1

gjkgik (2)

把 gjjgij 记为 v(i)。如果知道了 G 的前 j − 1 列，那么 v(i) 就是可计算的。
在式(2)中令 i = j, 立即有 g2jj = v(j) = ajj −

∑j−1
k=1 gjkgjk。然后，由式(2)得

gij = v(i)/gjj = v(i)/
√

v(j) (3)
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

Cholesky 分解算法

总结以上结论，可得到计算 Cholesky 分解的算法：
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

Cholesky 分解定理

以上分析结果可以归纳为下面的定理。
.
定理 6..

......

[Cholesky 分解] 如果 A ∈ Rn×n 是正定矩阵，则 Cholesky 分解 A = GGT 存在且是唯一

的，其中，下三角矩阵 G ∈ Rn×n 的非零元素由式(3)决定。

下三角矩阵 G 称为 Cholesky 三角。另外，Cholesky 分解也叫做平方根方法，因为下三角矩
阵 G 可以视为矩阵 A 的“平方根”。
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

.
例 2..

......

求矩阵 A 的 Cholesky 分解

A =


4 −1 −1

−1 4.25 2.75

1 2.75 3.5


.
解..

......
显然 AT = A，特征值 λ1 = 1.15 > 0, λ2 = 3.9 > 0, λ3 = 6.7 > 0，因此，A 为对称正定矩
阵。故存在 A = GGT，则有：
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

.
解..

......

g11 =
√a11 = 2, g21 =

a21

g11
= −0.5, g31 =

a31

g11
= 0.5,

g22 =
√

a22 − g222 = 2,

g32 =
a32 − g31g21

g22
= 1.5

g33 =
√

a33 − g231 − g232 = 1

可得:

G =


2 0 0

−0.5 2 0

0.5 1.5 1


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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

由非方阵得到对称正半定矩阵

.
定理 7..

......

设矩阵 A ∈ Rm×n，我们可以由 A 得到一个对称正半定矩阵

S = ATA

理解为什么这个定理成立将对我们如何使用对称矩阵很有启发。

因为对称性要求 S = ST，而我们得到的

S = ATA = (ATA)T = ST

而正半定性要求 xTSx ≥ 0。因为标量积计算的是平方和 (平方和本身总是正的或零的），我
们则有

xTSx = xTATAx = (xTAT)(Ax) = (Ax)T(Ax) ≥ 0
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12.2 正半定矩阵与 Cholesky 分解 Cholesky 分解

本讲小结

.
对称矩阵的特征分解..

......

存在性和特征分解求解

瑞利商

极小极大准则

.
正定矩阵的 Cholosky 分解..

......

存在性和 Cholosky 分解求解

正（半）定矩阵的特征值

舒尔补

机器学习中各种对称、正半定矩阵模型的数值计算的重要工具，利用对角矩阵和三角矩阵

的优异性质，可大大降低求逆求行列式等数值计算的复杂性，并将用于奇异值分解和线性

方程组等的计算求解等。

缺点：限制在方阵！
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