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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 方阵

9.1.1 方阵

.
方阵..
......若矩阵 A ∈ Rn×n，即行数与列数都等于 n 的叫做n 阶方阵。

方阵是非常特殊的矩阵。在线性代数中很多讨论都是针对方阵进行的。
.
与方阵相关的内容..

......

只有方阵才可以计算行列式。

只有方阵才可能有逆矩阵。且方阵有逆矩阵当且仅当方阵满秩。

只有方阵才有伴随矩阵。

只有方阵才有特征值，特征向量等概念。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 对称矩阵和正半定矩阵

9.1.2 对称矩阵和正半定矩阵

.
对称矩阵..

......

以主对角线为对称轴，对应各元素相等的矩阵。即矩阵 A 是对称矩阵，当且仅当

AT = A

.
正半定矩阵..

......

如果对称矩阵 A ∈ Rn×n 且对任意 x ∈ Rn 有

xATx ≥ 0

则称 A 为正半定矩阵，记为 A ≽ 0。进一步，若对任意的 0 ̸= x ∈ Rn 有

xATx > 0

则称 A 为正定矩阵，记为 A ≻ 0。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 对角矩阵

9.1.3 对角矩阵

.
对角矩阵..

......

非对角元素都为零元素的方阵叫做对角矩阵。

n × n 的对角矩阵可以记为 A = diag(a) = diag(a1, a2, · · · , an)。

这里 a 是 n 维向量，包含了矩阵 A 的全部对角元素。

A = diag(a1, a2, · · · , an) =


a1

. . .
an
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 对角矩阵

对角矩阵的幂和逆

.

......

容易验证，对于对角矩阵：

Ak =


ak
1

. . .
ak

n


如果 A 是可逆矩阵，即矩阵 A 的对角元都不为零，我们有：

A−1 =


1

a1

. . .
1

an



黄定江 (DaSE@ECNU) 第四章 矩阵分解



. . . . . .

9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 三角矩阵

9.1.4 三角矩阵

.
三角矩阵..
......三角矩阵是对角元下方或对角元上方全是零的方阵。

.
定义 1..

......

若矩阵 A 的所有元素满足 i > j，
aij = 0，则称 A 为上三角矩阵

A =


a11 · · · a1n

. . . ...
ann



.
定义 2..

......

若矩阵 A 的所有元素满足 i < j，
aij = 0，则称 A 为下三角矩阵

A =


a11

... . . .
an1 · · · ann
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 三角矩阵

.
三角矩阵性质..

......

三角矩阵主对角线上元素均非零 ⇐⇒ 三角矩阵可逆

上三角矩阵的乘积还是上三角矩阵

若上三角矩阵可逆则其逆矩阵也是上三角矩阵

下三角矩阵的乘积还是下三角矩阵

若下三角矩阵可逆则其逆矩阵也是下三角矩阵

设矩阵 A ∈ Rn×n 为三角矩阵，k ∈ Z，那么矩阵 Ak 主对角线上的元素

(Ak)ii = (Aii)
k, i = 1, 2, . . . ,n
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 正交矩阵

9.1.5 正交矩阵

.
正交矩阵..

......

正交矩阵 (orthogonal matrix) 指行向量和列向量是分别标准正交的方阵，即

ATA = AAT = I

从定义上可以看出

A−1 = AT

正交矩阵求逆，只需对矩阵转置即求得矩阵的逆。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 正交矩阵

正交矩阵的性质

.
正交性..

......

设 A =
[
a1, · · · , an

]
，并且 A 是一

个正交矩阵，那么

aT
i aj =

1 如果 i = j

0 如果 i ̸= j

.
和范数有关的性质..

......

如果矩阵 U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n 是正交矩阵，

M ∈ Rm×n，x ∈ Rm

∥U∥2 = 1，∥U∥F =
√

m

∥Ux∥2 = ∥x∥2，∥Ux∥F = ∥x∥F

∥UMV∥2 = ∥M∥2，∥UMV∥F = ∥M∥F
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 Dyads

9.1.6 Dyads（并向量或单纯矩阵或秩 1 矩阵）

.
定义 3..

......

矩阵 A ∈ Rm×n 如果具有如下形式：

A = uvT

其中向量 u ∈ Rm, v ∈ Rn，则称其为 dyad，也称为并向量或单纯矩阵。如果 u 和 v 不为
零，则我们称其为秩 1 矩阵。

如果 v,u 具有相同维度，则 dyad A = uvT 就是一个方阵。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 Dyads

.
dyad 作为线性映射..

......

一个 dyad A = uvT 对于输入向量 x ∈ Rn 有如下作用:

Ax = (uvT)x = (vTx)u

因为 Aij = uivj；所以每一行（列）是对应的列（行）的缩放，其中“缩放”由向量

u（v）给出。

对于一个给定的 A = uvT，由对应的线性映射 x→Ax 可知，无论输入 x 是什么，输
出向量方向始终与 u 相同。因此，输出向量是 u 的一个缩放，并且缩放量为 vTx，故
取决于向量 v。

对于一个 dyad A = uvT，如果 u 和 v 不为零，则其秩为 1，因为它的像空间都是由
u 生成的，因此把 A = uvT 称为秩 1 矩阵。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 Dyads

.
dyad 的特征值和特征向量..
......方的 dyad（m = n）有唯一的非零特征值 λ = vTu 与对应的特征向量 u。

.
dyad 的正规化..

......

对于一个 dyadA = uvT，我们可以利用欧几里得范数单位化 u 和 v，并且用一个系数来衡
量 dyad 的大小，以此来标准化 dyad，也即任何 dyad 都可以写成如下正规化的形式：

A = uvT = (∥u∥2·∥v∥2)
u

∥u∥2
vT

∥v∥2
= σũṽT

其中 σ >0，并且 ∥ũ∥ = ∥ṽ∥ = 1。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 分块矩阵

9.1.7 分块矩阵

任何矩阵都可以分成具有相容维的若干块或子矩阵的分块形式：

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
当 A 是方阵，并且 A12 = O，A21 = O，那么称 A 为块对角矩阵：

A =

[
A11 O
O A22

]
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 分块矩阵

.

......

若 A 为块对角矩阵，用 λ(A) 表示 A 的特征值集合，显然，它是 A11 和 A22 特征值集合

的并集。

A 为块对角矩阵 =⇒ λ(A) = λ(A11) ∪ λ(A22)

.

......

一个块对角矩阵是可逆的，当且仅当它的每个对角块是可逆的，并且[
A11 O
O A22

]−1

=

[
A−1

11 O
O A−1

22

]
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 分块矩阵

.
分块三角矩阵..

......

分块方阵 A，如果 A21 = O，称之为分块上三角矩阵；如果 A12 = O，称之为分块下三角
矩阵。

A =

[
A11 O
A21 A22

]
分块下三角矩阵

A =

[
A11 A12

O A22

]
分块上三角矩阵

.

......

若 A 为分块三角矩阵，用 λ(A) 表示 A 的特征值集合，同样有：

A 为分块 (上或下) 三角矩阵 =⇒ λ(A) = λ(A11) ∪ λ(A22)
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 分块矩阵

.
分块三角矩阵的逆..

......

非退化的分块三角矩阵的逆可以表示为：[
A11 O
A21 A22

]−1

=

[
A−1

11 O
−A−1

22 A21A−1
11 A−1

22

]
[

A11 A12

O A22

]−1

=

[
A−1

11 −A−1
11 A12A−1

22

O A−1
22

]
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 分块矩阵

.
非退化分块矩阵的逆..

......

考虑非退化分块矩阵

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
其中 A11 和 A22 是方阵并且可逆。令 S1 = A11 − A12A−1

22 A21,S2 = A22 − A21A−1
11 A12，

则有 (
A11 A12

A21 A22

)−1

=

(
S−1
1 −A−1

11 A12S−1
2

−A−1
22 A21S−1

1 S−1
2

)

=

(
S−1
1 −S−1

1 A12A−1
22

−S−1
2 A21A−1

11 S−1
2

)
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 分块矩阵

.
矩阵求逆引理..

......

假设 A11 和 A22 分别是 nA11
× nA11

和 nA22
× nA22

阶方阵并且可逆，A12 和 A21 分别是

nA11
× nA22

和 nA22
× nA11

阶矩阵，则如下等式成立：

(A11 − A12A−1
22 A21)

−1 = A−1
11 + A−1

11 A12(A22 − A21A−1
11 A12)

−1A21A−1
11 (1)

上式也即 S1 的逆的表达式。类似的也可得 S2 的逆的表达式。

.
Woodbury 公式..

......

假设 E 和 G 分别是 nE × nE 和 nG × nG 阶方阵并且可逆，F 和 H 分别是 nE × nG 和

nG × nE 阶矩阵，则如下等式成立：

(E + FGH)−1 = E−1 − E−1F(G−1 + HE−1F)−1HE−1
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 秩 1 扰动

9.1.8 秩 1 扰动

.
Sherman-Morrison 公式..

......

设矩阵 A ∈ Rn×n,u, v ∈ Rn 如果我们令矩阵求逆引理公式(1)中

A11 = A,A12 = u,A22 = −1,A21 = uT

则我们可以得到如下等式：

(A + uvT)−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u

这个式子让我们能够计算矩阵 A 的秩 1 扰动的逆, 并且计算仅仅依赖于 A 的逆。
Sherman-Morrison 公式可用于拟牛顿迭代法的 BFGS 公式的推导。
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9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵 秩 1 扰动

秩 1 扰动

一个更有趣的性质是矩阵 A 的秩 1 扰动和原矩阵的秩的变化不超过 1。这个事实不仅仅对
方阵成立，对一般的矩阵也成立。
.
定理 1..

......

令 A ∈ Rn×m, q ∈ Rm,p ∈ Rn 则有

| rank(A)− rank(A + qpT)| ≤ 1

证明可利用线性代数基本定理来实现。在 Matrix Completion 类问题中有重要应用。
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9.2 数据科学中常见的矩阵

...1 9.1 数学中常见的具有特殊结构的矩阵
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的矩阵

9.2.1 图和矩阵引入：从网络到图

网络：现实世界各种对象之间关系和相

互作用过程的表达

社交网络、通信网络

蛋白质相互作用网络

病毒传播网络

单词共现网络、图像网络

· · ·

图（点和边的集合）：网络表达的结构化

和抽象化

无向图

有向图

加权图

完全图：二分图、子图

· · ·

现实世界的对象可以看成网络和图中的“点”，关系或相互作用可以通过点与点相连的

“边”以及给边赋予“权重”和“方向”来进一步表达关系的“远近亲疏、重要程度和因果

关系”。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的矩阵

图和矩阵引入：网络和图分析的主要任务

从数据科学的角度看，图分析任务包括:

节点分类

链接预测

聚类

降维或可视化

· · ·

实现任务的相应模型：

随机游走

相似性方法、最大似然和概率模型

属性基方法

嵌入方法

· · ·

黄定江 (DaSE@ECNU) 第四章 矩阵分解



. . . . . .

9.2 数据科学中常见的矩阵 图的矩阵

图和矩阵引入：谱聚类

.
例 1..

......

设有数据集

X ={(1, 3), (1, 4), (2, 4),

(3, 2), (2, 1), (3, 1)}
如右图 (a) 所示。我们希望能够
通过某一种方式将这 6 个点自
动地分成两类，如右图 (b) 所
示。我们可以将每一个顶点和

他距离最近的 3 个顶点进行连
接得到图 (c)。从而将问题转化
为研究图上顶点聚类。

(a) 数据点 (b) 聚类结果 (c) 图

图 1: 谱聚类
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的矩阵

图和矩阵引入：谱聚类的基本思想

谱聚类的基本思想：

把所有的数据看做空间中的点，这些点之间可以用边连接起来，形成一个图

距离较远的两个点之间的边权重值较低，而距离较近的两个点之间的边权重值较高

通过对所有数据点组成的图进行切图，让切图后不同的子图间边权重和尽可能的低，

而子图内的边权重和尽可能的高，从而达到聚类的目的

基本问题：点与点之间有什么关系、如何表示？点和边之间又有什么关系，如何表示？涉

及图的数据结构。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的矩阵

图和矩阵引入：图的数据结构

单个点、边之间的关系描述：

关联 (incidence)：点与边的关系

邻接 (adjacent)：点与点的关系

度 (degree): 相邻节点的数量

路径、回路、连通

· · ·

很多点、边的关系表示:

关联矩阵

邻接矩阵

度矩阵

拉普拉斯矩阵

· · ·

大部分图分析任务中的模型可以直接定义在原始图的邻接矩阵或由邻接矩阵和度矩阵导出

的拉普拉斯矩阵上。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的基本概念回顾

9.2.2 图的基本概念回顾

图是由一些节点和连接这些节点的边组成的离散结构。
.
定义 4..

......

一张图 G 是一个二元组，G = (V,E) 是由节点集合 V 和边集 E 组成的。其中 E 中的元素
是一个二元对 {x, y}，其中 x, y ∈ V。

对于无向图而言，{x, y} 是无序对，{x, y} 和 {y, x} 是 E 中的同一个元素，表示点 x
和 y 有一条边相连。

对于有向图，{x, y} 表示有一条由 x 指向 y 的有向边，和 {y, x} 是 E 中不同的元素。

如果图 G = (V,E) 中每一条边 {vi, vj} 都被赋予一个权重 wij，则称这样的图为加权图

或赋权图。

在实际问题中，权重 wij 通常是具有某种含义的数值，比如在聚类中是衡量节点远近关系的

距离度量数值。本节讨论的图都是简单图。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的基本概念回顾

图的基本概念

.
定义 5..

......

设 n 为正整数，G = (V,E) 为一简单图。我们称图中的一条长度为 n 的
通路为 n 条边 e1, e2, . . . , en 的序列。其中 e1 = {v0, v1}, e2 = {v1, v2},
. . . , en = {vn−1, vn} 我们可以用顶点序列 v0, v1, . . . , vn 来表示这条通路。

如果 v0 = vn 我们则称这条通路为一条回路。如果通路 v0, v1, . . . , vn 中

v1, v2, . . . , vn 是互异的，那么我们称这条通路为简单通路。

.
定义 6..

......
设 G = (V,E) 为一简单图。如果 ∀u1, u2 ∈ V 都存在一条通路 v0, v1, . . . ,
vn 使得 v0 = u1, vn = u2。我们则称图 G 是连通的。

(a) 连通图

(b) 非连通图

图 2: 连通图和非
连通图
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9.2 数据科学中常见的矩阵 图的基本概念回顾

图的基本概念

.
定义 7..

......
设图 G = (VG,EG),H = (VH,EH) 如果 VH ⊆ VG 且 EH ⊆ EG，那么我

们称图 H 为 G 的子图。

.
定义 8..

......

设图 H = (VH,EH) 是图 G = (VG,EG) 的子图。如果 ∀v ∈ VH ,
u ∈ VG/VH 都满足 {v, u} /∈ EG 则称 H 是图 G 的一个连通分量。

.
定理 2..

......如果图 G = (V,E) 是一连通图。那么图 G 有唯一的连通分量为自身。

本节如无特殊说明，一般讨论的是连通图，只有一个连通分量。

图 3: 子图

图 4: 连通分量
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9.2 数据科学中常见的矩阵 有向图相关的矩阵

9.2.3 有向图相关的矩阵：关联矩阵

.
定义 9..

......

设有向图 G =< V,E >，所有顶点的排列为 v1, v2, . . . , vm，其中 m = |V|，所有边的排列为
e1, e2, . . . , en，其中 n = |E|，用 bij 表示顶点 vi 与边 ej 关联的次数，其中 bij 定义为

bij =


1 vi是边ej的起点

−1 vi是边ej的终点

0 其他

�

则称所得的矩阵 B = (bij)m×n 为有向图 G 的关联矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 有向图相关的矩阵

网络流和关联矩阵

.
例 2..

......

物品、交通、电荷和信息等网络可以表示成一个由 m 个顶
点和 n 条有向边构成的有向图。我们可以通过顶点 -边的
m × n 关联矩阵来描述这样的网络。图5是一个具有 4 个顶
点和 4 条边的网络例子，其顶点 -边的关联矩阵是：

B =


−1 −1 0 0

1 0 −1 −1

0 1 1 0

0 0 0 1


图 5: 一个有 4 个顶点的图
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9.2 数据科学中常见的矩阵 有向图相关的矩阵

关联矩阵的四个基本子空间

.
性质 1..

......

设图 G =< V,E > 是一个具有 m 个顶点和 n 条边的连通图，其对应的关联矩阵为 B，则
关于 B 的四个基本子空间具有以下性质：

B 的左零空间维数为 1，即 Null
(
BT) = 1，且 Null

(
BT) = span{1}。

B 的行空间维数为 m− 1，即 Col
(
BT) = m− 1，且 Col

(
BT) 可由 BT 任意 m− 1 个

列向量生成。

B 的列空间维数为 m − 1，即 Col (B) = m − 1，且若 T 是图 G 的一棵生成树，那么
Col (B) 可由 T 的关联矩阵的 m − 1 个列向量生成。

B 的零空间维数为 n − m + 1，即 Null (B) = n − m + 1，这个数等于图 G 中小圈的个
数。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 无向图相关的矩阵

9.2.4 无向图相关的矩阵：邻接矩阵和度矩阵

.
定义 10..

......

设图 G =< V,E >，我们把图 G 的顶点排列成 v1, v2, . . . , vn,n = |V|。用 aij 表示顶点 vi

与顶点 vj 之间的边数，其中 aij 定义为

aij =

 1 {vi, vj} ∈ E

0 {vi, vj} /∈ E

则称所得的矩阵 A = (aij)n×n 为无向图 G 的邻接矩阵。我们把节点 vi 相邻节点的数量称

为 vi 的度，记为 d(vi)，则 d(vi) =
∑

j aij，图 G 的度矩阵 D = (dij)n×n 定义为

dij =

d(vi) i = j

0 i ̸= j
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9.2 数据科学中常见的矩阵 无向图相关的矩阵

谱聚类例子中的邻接矩阵和度矩阵

.
例 3..

......

例1中图1(c) 所对应的邻接矩阵和度矩阵分别为

A =



0 1 1 1 0 0

1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 0 1

0 0 1 1 1 0


, D =



3 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 5 0 0 0

0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3
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9.2 数据科学中常见的矩阵 无向图相关的矩阵

邻接矩阵的性质

.
性质 2..

......

设无向图 G = (V,E) 对应于顶点排列 v1, v2, . . . , vn 的邻接矩阵为 A，其中 n = |V|，则 A
有以下性质：

A 是对称矩阵，即 A = AT。

A 有 n 个实特征值，其中一定有最大特征值 λ1 是单重特征值，且满足

λ1 ≤ max
v∈V

d(v)。

设 v′1, v′2, . . . , v′n 图 G 节点另一种排列，其对应的邻接矩阵为 A′，则 A 与 A′ 具有相

同的特征值。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 无向图相关的矩阵

.
定义 11..

......

设图 G = (V,E) 的邻接矩阵为 A。我们则称

矩阵 A 的特征值为图 G 的特征值。

矩阵 A 的谱为图 G 的谱。

.
例 4..

......

在例3中的邻接矩阵的特征值从小到大分别为
λ1 = −1.82842712

λ2 = λ3 = λ4 = −1

λ5 = 1

λ6 = 3.82842712
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9.2 数据科学中常见的矩阵 无向图相关的矩阵

无向图的拉普拉斯矩阵

.
定义 12..

......
设无向图 G =< V,E > 的邻接矩阵和度矩阵分别为 A 和 D，我们称矩阵 L = D − A 为图
G 的拉普拉斯矩阵。
.
例 5..

......

例1中图1(c) 对应的拉普拉斯矩阵为

L =



3 −1 −1 −1 0 0

−1 3 −1 −1 0 0

−1 −1 5 −1 −1 −1

−1 −1 −1 5 −1 −1

0 0 −1 −1 3 −1

0 0 −1 −1 −1 3
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9.2 数据科学中常见的矩阵 无向图相关的矩阵

正规化的拉普拉斯矩阵

.
定义 13..

......

设无向图 G =< V,E > 的邻接矩阵和度矩阵分别为 A 和 D。我们称矩阵

L̃ = D− 1
2 LD− 1

2 = I − D− 1
2 AD− 1

2

为图 G 的正规化的拉普拉斯矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

9.2.5 加权图相关的矩阵

对于例 1 中的聚类例子，我们的目的是要把它聚成两类。我们从例 5 中其拉普拉斯矩阵

L =



3 −1 −1 −1 0 0

−1 3 −1 −1 0 0

−1 −1 5 −1 −1 −1

−1 −1 −1 5 −1 −1

0 0 −1 −1 3 −1

0 0 −1 −1 −1 3


中可以发现，第 3 个节点和第 4 个节点是对称的。也就是说，如果我们仅仅根据这个无向
图的拉普拉斯矩阵，我们如果可以把数据聚成 {1, 2, 3}, {4, 5, 6} 这两类，也就可以聚成
{1, 2, 4}, {3, 5, 6} 这样两类。但是后者显然不是很合理。这主要因为我们前面定义的邻接矩
阵并没有对连接两个顶点的边的长度进行区别考虑。所以，在实际的聚类中，我们要考虑

对边进行赋权，构建权重相关的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

加权图的邻接矩阵

.
定义 14..

......

设加权图 G =< V,E >，我们把图 G 的顶点排列成 v1, v2, . . . , vn,n = |V|，我们将图 G 的
邻接矩阵 A = (aij)n×n 定义为

aij =

wi,j {vi, vj} ∈ E

0 {vi, vj} /∈ E

其中 wi,j 是边 {vi, vj}, i, j = 1, · · · ,n 上的权重。

在实际问题中，权重的定义方式多种多样。在聚类中，一种较为常用的权重定义方式是使

用高斯核

wij = e−
∥vi−vj∥

2
2

2σ2

其中 ∥vi − vj∥2 表示顶点 vi 和 vj 的欧氏距离，σ 是一参数，用于调节顶点间距离到权重的

映射值。这样定义的好处是，权重介于 0 和 1 之间。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

加权图的度矩阵和拉普拉斯矩阵

.
定义 15..

......

设加权图 G =< V,E >，我们把图 G 的顶点排列成 v1, v2, . . . , vn,n = |V|，则顶点 vi 的带

权度数定义为 d(vi) =
∑

j wij，其中 wij 是边 {vi, vj}, i, j = 1, · · · ,n 上的权重。图 G 的度矩
阵 D = (dij)n×n 定义为

dij =

d(vi) i = j

0 i ̸= j

.
定义 16..

......
设加权图 G =< V,E > 的邻接矩阵和度矩阵分别为 A 和 D，我们称 L = D − A 为图 G
的拉普拉斯矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

加权图的正规化拉普拉斯矩阵

.
定义 17..

......

设加权图 G =< V,E > 的邻接矩阵和度矩阵分别为 A 和 D，我们称矩阵

L̃ = D− 1
2 LD− 1

2 = I − D− 1
2 AD− 1

2

为图 G 的正规化拉普拉斯矩阵。

对于一个加权图，如果我们令图上所有边的权重变为原来的 k 倍，k ̸= 0。那么显然对于未

正规化的拉普拉斯矩阵 L 将变为 kL。而正规化的拉普拉斯矩阵 L̃ 则不会发生变化。这是
因为

L̃ij =
Lij√

d(vi)d(vj)
=

kLij√
kd(vi)kd(vj)

因此正规化的拉普拉斯矩阵更为常用，他能够避免权重绝对值大小的影响。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

谱聚类例子中的拉普拉斯矩阵

.
例 6..

......

如果使用高斯核来给例1中图1(c) 上的边进行赋权，则可得到如下拉普拉斯矩阵：

L =



1.231 −0.607 −0.607 −0.018 0 0

−0.607 1.056 −0.368 −0.082 0 0

−0.607 −0.368 1.157 −0.082 −0.082 −0.018

−0.018 −0.082 −0.082 1.157 −0.368 −0.607

0 0 −0.082 −0.368 1.056 −0.607

0 0 −0.018 −0.607 −0.607 1.231
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

拉普拉斯矩阵和关联矩阵的关系

.
性质 3..

......

设有向无权图 G 的关联矩阵为 B，其对应的无向图的拉普拉斯矩阵为 L，则 L 和 B 满足
以下关系：

L = BTB�
.
例 7..

......

在例 2 中图5对应的拉普拉斯矩阵和关联矩阵满足
L = BBT

L =


2 −1 −1 0

−1 3 −1 −1

−1 −1 2 0

0 −1 0 1

 , B =


−1 −1 0 0

1 0 −1 −1

0 1 1 0

0 0 0 1
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

拉普拉斯矩阵的性质

.
性质 4..

......

设正权图 G = (V,E) 对应于顶点排列 v1, v2, . . . , vn 的拉普拉斯矩阵和正规化拉普拉斯矩阵

分别为 L 和 L̃，其中 n = |V|，则 L 和 L̃ 有以下性质：

1. L 和 L̃ 是对称矩阵，即有 L = LT 和 L̃ = L̃T
。

2. 对任意的 n 维向量 x，有 xTLx ≥ 0 和 xTL̃Tx ≥ 0，因而 L 和 L̃ 是正半定矩阵。

3. L 和 L̃ 的最小特征值为 0，且对应的特征向量分别为 1 和 D− 1
21。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

.
证明：..

......

为了证明第 2 条性质，我们首先证明等式∑
{vi,vj}∈E

wij(xi − xj)
2 = xTLx

利用拉普拉斯矩阵的定义有

xTLx = xTDx − xTAx =
n∑

i=1

dix2i −
n∑

i,j=1

wijxixj

=
1

2
(

n∑
i,j=1

dix2i − 2
n∑

i,j=1

wijxixj +
n∑

j=1

djx2j )

=
1

2

n∑
i,j=1

wij(xi − xj)
2

=
∑

{vi,vj}∈E

wij(xi − xj)
2
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

.
证明. 续：..

......

那么对于一个正权图来说，无论 x 取什么,xTLx 都是非负的。所以 L 是半正定矩阵。
对于 L̃ 和任意的 x 有

xTL̃x

=xTD− 1
2 LD− 1

2 x

=(D− 1
2 x)TL(D− 1

2 x) ≥ 0

所以 L̃ 也是半正定矩阵。
对于第 3 条性质. 我们只需要分别计算

L1 = 0, L̃D− 1
21 = 0

并且综合第 2 条性质 L, L̃ 是正半定的，我们可以知道 0 是 L, L̃ 最小的特征值，并且对应
的特征向量分别为 1 和 D− 1

21
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9.2 数据科学中常见的矩阵 加权图相关的矩阵

对于谱聚类，我们最终可以将问题转化为求该图对应的拉普拉斯矩阵或正规化拉普拉斯矩

阵次小特征值对应的特征向量问题。在得到特征向量后，对其分量进行聚类，聚类结果即

为谱聚类的结果。
.
例 8..

......

在例 6 中，我们已经得到例1中图1(c) 对应的拉普拉斯矩阵 L。
可以计算得到它的次小特征值对应的特征向量为

x = (−0.442,−0.421,−0.358, 0.358, 0.421, 0.442)T

我们很容易就可以得到前 3 个节点作为一类，后 3 个节点作为
一类。

图 6: 谱聚类
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9.2 数据科学中常见的矩阵 稀疏矩阵

9.2.6 稀疏矩阵

.
定义 18..

......一个矩阵中，若数值为零的元素的数目远远多于非零元素的数目称这样的矩阵为稀疏矩阵。

稀疏矩阵零元素分布常常是没有规律的。
.
定义 19..

......当一个矩阵的非零元素数目远远多于零元素数目时，称这样的矩阵为稠密矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 稀疏矩阵

.
例 9..

......

如下几个矩阵我们都可以认为是稀疏矩阵

A =


0 0 0 0

0 0 2 1

0 −2 0 0

0 0 0 0

 ;B =


0 0 0 1

0 0 2 0

0 2 0 0

0 0 0 0

 ;C =



0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 1

0 0 0 1 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1
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9.2 数据科学中常见的矩阵 稀疏矩阵

常见的稀疏矩阵：邻接矩阵

.
例 10..

......

矩阵 

0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0


是图7对应的邻接矩阵。

图 7: 图与邻接矩阵
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9.2 数据科学中常见的矩阵 稀疏矩阵

常见的稀疏矩阵：二分图相关的矩阵

有时我们会碰到一些特殊的图，如二分图，此时我们可以给出另外一种将图转换为矩阵的

方式。比如图8对应的矩阵为

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 0 1 0 1

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

 图 8: 二分图
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9.2 数据科学中常见的矩阵 稀疏矩阵

二分图的常见应用场景

电子商务；当我们在处理用户 -网页、用户 -服务、用户 -产品等问题时，会遇到这样
一个二分图，将这个图转换为矩阵也常常是一个稀疏的矩阵。

此外，在深度学习中，一个多层感知机两层之间也是这样一个二分图，

但对于大多数一般的深度神经网络，各层之间的连接矩阵不是一个稀疏矩阵而是一个

稠密矩阵，

在模型压缩领域，现在有一些剪枝方法，可以修剪掉一些不需要的边，这时便有可能

得到一个稀疏矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 稀疏矩阵

其它常见应用场景中的稀疏矩阵

在实际应用中，我们会接触大量的稀疏矩阵，尤其是超大型的稀疏矩阵，例如：

推荐系统：用户只可能对有限商品进行过评价，对于大量的其他商品是没有过评价信

息的，因此在用户 -商品评价矩阵中有大量的零元素。

记数编码：当我们用词汇出现的频率表示文档时，大量的在词汇表中的词汇没有在文

档中出现过，使得文档矩阵出现很多零元素。

图像矩阵：以手写识别数据集为例，只有图像中间区域出现数字，表示该位置有像素

点，其他背景都被标记为 0，是表示图像的矩阵有大量的零元素。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 低秩矩阵

9.2.7 低秩矩阵：引例

.
例 11..

......

考虑矩阵

A =



1 1 1 1 1

−1 1 −1 1 −1

1 3 1 3 1

−1 −2 −1 −2 −1

2 1 2 1 2


尽管 A 中没有一个零元素，但是矩阵 A 的秩只有 2，考虑矩阵 A 的行空间
Col
(

AT
)
= span{(1, 1, 1, 1, 1)T, (−1, 1,−1, 1,−1)T}。

在数据科学中，我们会碰到很多大规模矩阵，也是一个稠密矩阵，但是他的秩却很低的矩

阵，这样的矩阵，我们称为低秩矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 低秩矩阵

.
定义 20..

......
设矩阵 A ∈ Rn×m，如果矩阵 A 的秩 rank(A) 远小于 max{n,m}，那么我们称这样的矩阵
为低秩矩阵。

之所以考虑的是 rank(A) 和 max{n,m} 的关系，是因为在很多时候，我们考虑低秩矩阵时
都是在非方阵的情况下，并且常常有 n 远小于 m，或者 m 远小于 n 的情况发生。
.
例 12..

......

考虑矩阵

A =

(
1 2 1 3 1 2 3 4 1 2

2 1 3 2 1 2 1 2 1 1

)
也是一个低秩矩阵。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 低秩矩阵

.
例 13..

......

图 9: 图像以及图像的特征值

左图是一个 390× 390 的图像对应矩阵的特征值从小到大展示在右图上。可以注意到很多特

征值都集中在 0 附近。记左图图像的矩阵为 A。
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.

......

前面我们提到若一个方阵 A 可对角化，那么存在可逆矩阵 P 有

A = PΣP−1

其中 Σ 是对角矩阵，且主对角线上元素是 A 从小到大的特征
值。那么上面图像所对应的矩阵 A 就可以写出

A = PΣP−1

此时，我们如果令那些绝对值小于 200 的特征值（这些特征值
的绝对值大小不到最大特征值绝对值大小的 0.3%）都设为 0，
即求

A′ = PΣ′P−1

其中 Σ′
ii = 0，若 |Σii| < 200。此时 rank(A′) = 112，这说明我

们实际上是可以把图像的矩阵看做是低秩矩阵。矩阵的特征值

和特征向量存储着图像的信息，尤其是特征值大的那些特征向

量存储了更多的信息。

图 10: 新图像

另外一方面，把一个矩阵拆解成若干个矩阵相乘也是很有用的。关于这些内容，我们将在

下一章中详细学习。
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低秩矩阵在很多领域都有用处。

图像恢复

图像校正

图像去噪

图像分割

图形化建模

组合系统辨识

视频监控

人脸识别

潜在语义检索

评分与协同筛选

矩阵填充

背景建模

变换不变低秩纹理

（TILT）

. . .

但这些总体上可以分为三大问题

低秩矩阵恢复

低秩矩阵补全

低秩矩阵表示
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低秩矩阵恢复

.
低秩矩阵恢复..

......

当低秩矩阵 A 的观测或样本矩阵 D = A + E 的某些元素被严重损坏时。我们希望能
够自动识别被损坏的元索，精确地恢复原低秩矩阵 A。

在工程和应用科学的许多领域（例如机器学习、控制、系统工程、信号处理、模式识

别和计算机视觉）中，将一个数据矩阵分解为一个低秩矩阵与一个误差（或扰动）矩

阵之和，旨在恢复低秩矩阵是远远不够的，而是需耍将一个数据矩阵 D 分解为一个低
秩矩阵 A 与一个稀疏矩阵 E 之和 D = A + E，并且希望同时恢复低秩矩阵与稀疏矩
阵。矩阵的这类分解称为低秩与稀疏矩阵分解。

通常这种问题，我们使用鲁棒 PCA 来求解。
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9.2 数据科学中常见的矩阵 低秩矩阵

.
鲁棒 PCA..

......

min
A,E

∥A∥∗ + λ∥E∥1, s.t.X = A + E

其中 A 代表了低秩结构信息，E 是稀疏噪声

图 11: 低秩矩阵恢复
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低秩矩阵补全

.
低秩矩阵补全..

......

当数据矩阵 D 含丢失元素时，可根据矩阵的低秩结构来恢复的所有元素，称此恢复过
程为矩阵补全。

记 Ω 为集合 {1, 2, ...,m} × {1, 2, ...,n} 的子集，矩阵补全的原始模型可描述为如下的
优化问题

min
A

rank(A)s.t.PΩ(A) = PΩ(D)

其中 PΩ : Rm×n → Rm×n 为一线性投影算子，即

PΩ(Dij) =

Dij (i, j) ∈ Ω

0 (i, j) /∈ Ω

为便于优化，凸优化后转化为

min
A

∥A∥∗s.t.PΩ(A) = PΩ(D)
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低秩矩阵表示

.
低秩矩阵表示..

......

低秩矩阵表示是将数据集矩阵 D 表示成字典矩阵 B（也称为基矩阵）下的线性组合，
即 D = BZ，并希望线性组合系数矩阵 Z 是低秩的。为此，需要求解下列优化问题

min
Z

rank(Z)s.t.D = BZ

为便于优化，凸松弛后转化为

min
Z

∥Z∥∗s.t.D = BZ

若选取数据集 D 本身作为字典，则有

min
Z

∥Z∥∗s.t.D = DZ

那么我们可以直接写出他的解，但是需要用到 SVD 分解的知识。

为了对噪声和离群点更加鲁棒，一个更合理的模型为

min
Z,E

∥Z∥∗ + λ∥E∥2,1s.t.D = DZ + E
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本讲小结

.
分解的目标矩阵..

......

长方形矩阵

方阵

对称矩阵

正半定矩阵

稀疏矩阵和低秩矩阵

.
具有特殊性质的表示矩阵..

......

三角矩阵

对角矩阵

正交矩阵

Dyad（秩 1 矩阵）

矩阵分解包括：LU 分解、QR 分解、谱分解和 Cholosky 分解、奇异值分解；将用于线性方
程组求解、最小二乘问题和矩阵特征值的计算等，一起形成矩阵的四大基本计算问题。
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